EXERCICE AU CHOIX DU CANDIDAT
Le candidat doit traiter un seul des deux exercices A ou B.
Il indique sur sa copie |’exercice choisi : exercice A ou exercice B.

Exercice A 5 points

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
On justifiera chaque réponse.

. i N2
Affirmation 1 : Pour tous réels a et b, (e””’) = 2@ 4 2P,

Affirmation 2 : Dans le plan muni d’un repere, la tangente au point A d’abscisse 0 a la courbe
représentative de la fonction f définie sur R par f(x) = -2 + (3 — x)e* admet pour équation

réduite y=2x+ 1.

2X 3

Affirmation3: lim e“—e'+ = =0.
x—+00 X

Affirmation 4 : 'équation 1 — x+e~" = 0 admet une seule solution appartenant a I'intervalle
[0; 2].
Affirmation 5 : La fonction g définie sur R par g(x) = x> —5x + e* est convexe.



EXERCICE B 5 points

Dans le plan muni d'un repeére, on considere ci-dessous la courbe € représentative d'une
fonction f, deux fois dérivable sur 'intervalle ]0 ; +ool.
La courbe € admet une tangente horizontale T au point A(1; 4).

/ A T

4 —
/ S
NN
Ty
3 I o~
I
~ 7

2 e
1
0 >

1] P 3 4 g (F_

1. Préciser les valeurs f(1) et f'(1).

On admet que la fonction f est définie pour tout réel x de I'intervalle |0 ; +oo[ par:

a+blnx .
f(x) = ———— ol a etb sont deux nombres réels.
X

2. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, on a:

b—a-blnx
flo)=——"F—"

3. En déduire les valeurs des réels a et b.

Dans la suite de I'exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel x de l'inter-
valle |0 ; +oo| par:

£l = 4+4lnx.

4, Déterminer les limites de f en 0 et en +o00.
5. Déterminer le tableau de variations de f sur l'intervalle |0 ; +o0l.

6. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, on a:

—4+8Inx
f”’(x) — T.

7. Montrer que la courbe €’y possede un unique point d’inflexion B dont on précisera les
coordonnées.



CORRIGE

Exercice A 5 points

2_

Affirmation 1 : Pour tous réels a et b, (e?"?)” = e2(@+D) = g2a+2b

e?? x 2P Donc 'affirma-

tion est fausse.

Affirmation 2 : Une équation de la tangente ¢ au point A d’abscisse 0 a la courbe représen-
tative de la fonction f définie sur R par f(x) = -2+ (3 —x)e* est:

M(x; y)et < y—f(0)= f(0)(x-0).

Or f(0)=—-2+3e"=-2+3=1et

f'(x)=—e*+(3-x)e*=(2-x)e*, dou f'(0)=2e" = 2.

Donc M(x; y)et < y—-1=2(x—-0) < y=2x+ 1. Laffirmation est vraie.

. . . 3 3
Affirmation 3: On a quel que soit le réel x : e** —e* + — =¥ [ex -1+ —x)
X xe
Ona lim xe*=+oo,donc lim — =0.
X—+00 X—+oo xet

Par somme de limites lim e*—1+ — = too et par produit de limites :
X—+ xe

) 3 .
lim e* [ex — 1+ — | = +o0o. Laffirmation est fausse.
X— 400 xe¥

Affirmation 4 : Soit la fonction f définiesurR par f(x)=1—x+e™*

f somme de fonctions déerivables sur R est dérivable et sur cet intervalle :
fllx)=—-1—e*=—(1+e*) < 0 car quel que soit le réel x, e * >0, donc 1+e™* > 1 puis
—(l+e ) <-1<0.

La fonction f est strictement décroissante sur R.

Ona lim e *=+00,et lim —x=+oo donc par somme de limites lim f(x)= +oo.
X——00 X——00 ¥ X——00

Demeéme lim —x=-occet lim e
X—+00 X—+00

D’apres le théeoreme des valeurs intermeédiaires il existe donc xp € R tel que [ (xp) = 0.

Comme f(0)=1+1=2>0et f(2) = 1-2+e 2=~ -0,86<0,0nabien0 < xp < 2. Laffirmation

est vraie.

=0, d'ou par somme de limites: lim f(x)= —oo.
X—+00

Affirmation5:Ona g'(x) =2x—-5+e* et g’ (x) =2+ e* > 0 comme somme de deux termes

supérieurs a zéro. la fonction g est donc convexe sur R. L'affirmation est vraie.



CORRIGE

EXERCICE B 5 points
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1. A(1; 4) € %’f, donc f(1) = 4 et la courbe Cé’f admet une tangente horizontale T au
point A(1; 4); le coefficient directeur de cette tangente en ce point est nul ou encore le
nombre dérivé est nul : /(1) = 0.

a+blnx
f(x) = ——— ou a ethsont deux nombres réels.
X

2. [ estune fonction quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +ocol, le dénominateur ne

s'annulant pas et sur cet intervalle :

2xx—1(a+blnx) b—a-blnx

fr(x]z X —

x2

x2

3. En utilisant les résultats du 1. :

+binl
f[l]z%:zl — a=4;

b—4-blnl _

r="—5

0= bh—4=0 < b=4.



Dans la suite de 'exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel x de I'inter-

valle |0 ; +oo[ par:

4.

4+4Inx
xX)=——0.
J(x) p
) o Inx _
* On sait que lim — = —oo, donc lim f(x) = —oco;
x—0 x x—0
4 4lnx
e Ona f(x)=—+ :
X X
.4 . . 4lnx N
Ona lim —=0etonsaitque lim = 0, donc par somme de limites :
X—+00 X X—+00 X
xl—lﬂloo flx)=0.
, —4lnx . ) )
On adoncsur]0; +oof, f'(x)= >— qui a pour signe celui de —41n x.
X

Onsait que sur]0; 1[, Inx <0, donc f'(x) >0 sur]0; 1[;

Par contre sur |1 ; +oo[, Inx >0, donc f'(x) <0sur]l; +ool[;

f'(1) = 0, donc le point de coordonnées (1; 4) est le maximum de la fonction sur
10; +oo].

La fonction | est donc croissante sur |0; 1| de —oco a 4, puis décroissante sur [1 ; +ool

de 4 a 0 avec un maximum 4 pour x = 1.

6. f'étant une fonction quotient de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo|, le dénominateur
ne s'annulant pas est dérivable et sur cet intervalle :
1) —4x1xx?2-2xx(-4Inx) —4x+8xInx -4+8Inx
X)= = = .
x4 x4 x3
7. La courbe présente un point d'inflexion lorsque la dérivee seconde s'annule. Or :
. —4+8Inx 1
fM(x)=0 < ———= 0 —4+8lnx=0<<= —-1+2Inx=0 < lnx= 3
X
e x=e?~1,649 (ouye).
] - . . ya . 1 4 + 4 X % 6 6
L'ordonnée de ce point unique d’'inflexion est f (ez) = ——"==—=—=3,639.
ez ez \/E

Ce point d’inflexion et la tangente en ce point sont indiqués sur la figure ci-dessus.



