2021 Asie 1 — Ex1

EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

En 2020, une influenceuse sur les réseaux sociaux compte 1000 abonnés a son profil. On
modélise le nombre d’abonnés ainsi : chaque année, elle perd 10 % de ses abonnés auxquels
s’ajoutent 250 nouveaux abonnes.

Pour tout entier naturel 72, on note u, le nombre d’abonnés a son profil en I'année (2020+n),
suivant cette modélisation. Ainsi ug = 1000.

1. Calculer u;.
2. Justifier que pour tout entier naturel n, ;. =0,9u, + 250.

3. Lafonction Python nommeée « suite » est définie ci-dessous. Dans le contexte de |'exer-
cice, interpréter la valeur renvoyée par suite(10).

def suite(n) :
u=1000
foriinrange(n):
u=0,9%u+ 250
return u

4. a. Montrer, al’aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel
n, U, <2500,

b. Démontrer que la suite () est croissante.

¢. Déduire des questions précédentes que la suite (i) est convergente.

5. Soit (vy) la suite définie par v, = u; —2500 pour tout entier naturel n.

a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,9 et de terme
initial vy = —1500.

b. Pour tout entier naturel n, exprimer v, en fonction de n et montrer que :
tp =—1500x0,9" +2500.

¢. Déterminer la limite de la suite (1) et interpréter dans le contexte de |'exercice.

6. Ecrire un programme qui permet de déterminer en quelle année le nombre d’abonnés
dépassera 2 200.

Déterminer cette année.
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1. Onadonc u; = 1000 x [l—m}ﬂr}ZS{]:lU(}U x 0,9+ 250 =900+ 250 = 1 150.

10
2. Enlever 10% c’est multiplier par 1 — To0 = 1-0,10=0,90.

Le nombre d’abonnés de I'année préceédente est donc multiplié par 0,9; on ajoute en-

suite chaque année 250 nouveaux abonnés, donc pour tout naturel n :

Ups1 =0,9u, +250.

3. u(10) donne le nombre d'abonnés au bout de 10 ans; une calculatrice donne = 1977.

4.

a.

al

Initialisation :ona ug = 1000 < 2500 : la relation est vraie au rang 0;

Heredite : on suppose que pour n € [, on ait uy < 2500.

La multiplication par 0,9 > 0 respectant 'ordre, on a donc 0,91, < 0,9 x 2500 ou
0,91, < 2250, puis en ajoutant 250 a chaque membre :

0,91y + 250 < 2250 + 250, soit uy4y < 2500 : la relation est encore vraie au rang
n+1.

La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € I\, elle est vraie au
rang n + 1 : d’apres le principe de récurrence : quel que soit n € N, wuy < 2500.
SoitnelN,ona ty— p=0,9u, + 250 — 1y = -0, Lu, + 250.

Or d’apres la question précédente : 1, < 2500, puis 0, lu, < 0,1x2500 ou encore

0, lu, < 250, soit en prenant les opposés : =250 < -0, 1u, et en ajoutant a chaque
membre 250 : 0 < -0, Lu, + 250.

Onadoncpour ne€lN, e — Uy =00u Uy = Uy, lasuite (1) est croissante.

La suite (u,) est croissante (d’apres 4. b.) et majorée par 2500 (d’apres 4. a.) : elle
converge donc vers une limite inférieure ou égale a 2 500.

Pour ne€ N, vp41 = tips1—2500=0,9uy, +250-2500, soit

Une1 =0,91,—2250=0,9(u, —2500) =0,90vy.

['égalité vraie quel que soit n € N, vp+1 = 0,9v, montre que la suite (v,) est une
suite geometrique de raison 0,9 et de terme initial vy = 1p—2500 = 1000-2500 =
—1500.

On sait que quel que soit n€N, vy = v x 0,9" = —-1500 x 0,9".
Orv,=u,—-2500 < u,=rv,+2500=2500-1500x0,9".

Comme 0 < 0,9 < 1, on sait que nl_i-'l}:oﬂ' 9" = 0 et par suite par produit de limites

lim —1500x0,9" =0 et finalement lim 1w, = 2500.
A—+00 n—+

6. Ecrire un programme qui permet de déterminer en quelle année le nombre d’abonnés

dépassera 2 200. n=0
Déterminer cette année. u=1000
while u <2200 :
Le programme s'arrétera la 16¢ année. u=0,9%u+250
n=n+l

retfurnn

5 points



