Le candidat doit traiter UN SEUL des deux exercices A ou B

EXERCICE - A

On considere les suites (u,) et (v,) définies par: wuy=16 ; vyg=5;

3Up+2Uy
Upy1 = 5
et pour tout entier naturel n :
Up+ Uy
Un+1 = R

1. Calculer u; et vy.
2. On considere la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par : wy, = t,— vy.
a. Démontrer que la suite (w,,) est géométrique de raison 0,1.
En déduire, pour tout entier naturel n, I'expression de w,, en fonction de n.
b. Préciser le signe de la suite (w,,) et la limite de cette suite.
3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona: i, — tuy = —0,4w,,.

b. En déduire que la suite (u,) est décroissante.

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,,) est croissante. On admet ce
resultat, et on remarque qu’'on a alors : pour tout entier naturel n, v, = vy = 5.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, = 5.
En déduire que la suite (u,) est convergente. On appelle ¢ la limite de ().

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,) est convergente.
On admet ce résultat, et on appelle ¢ la limite de (vy,).

4. a. Démontrer que / = ¢,

b. On considere la suite (c,) définie pour tout entier naturel n par: ¢, = 5u, +4v,.

Démontrer que la suite (c,) est constante, c’est-a-dire que pour tout entier natu-
rel n,ona: ¢, =cp.

En déduire que, pour tout entier naturel n, ¢, = 100.

¢. Déterminer la valeur commune des limites ¢ et 7',



CORRIGE

On considere les suites (uy) et (v,) définies par: wuy=16 ; vy=5;

IUp+20,
Upy1 = 5
et pour tout entier naturel n :
Up+ Uy
Uny1 = 5
3x16+2x5 58
1. = 1= =—;
5 5
16+5 21
[ ] Ul = = —.
2 2

2. On considere la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par: w,, = u, — v,.

a. On a quel que soit ne N,

3up,+2v, up+v, O6up,+4v,—5u,—>5v, Uy—UV,

wy,

Wptl = Upsyl — Vptl = - = = =
5 2 10 10

. 1 . . .
Pour tout ne N, 'égalité w;, = 0 w, montre que la suite (w;) est géométrique

. 1 .
de raison 0 =0,1 et de premier terme wy = tg—vg=16-5=11.
On sait qu’alors pour tout naturel n, wy,=11x (0,1)".

Comme0,1>0=0,1">0et 11> 0, donc la suite (w,) est une suite de nombres
supérieurs a zero.

D’autre part 0< 0,1 < 1 entraine que ”lilll 0,1"=0etdonc lim w,=0.
— 00

n—+0o0
. Suy+2v, 3up,+2v, 5Su,
Pour tout entier naturel n,ona: ) —p=——Uy = — —
Iy [y
o 5 iUy
— = ——(Up—Vp)=—— Wy =—— W,y = -0,4w,
5 5 5 10 ’

On avu alaquestion 2. b. que wy > 0, quel que soit le naturel n, donc —0,4w, <0
et par conséquent :

Upi1— Up <0 <= Upy1 < Uy, ce qui montre que la suite (u,,) est décroissante.

On peut démontrer de la méme maniére que la suite (v,) est croissante. On admet ce
résultat, et on remarque qu’on a alors : pour tout entier naturel n, v, = vy =5.

¢. Onva demontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a: uy, = 5.

Initialisation : Ona ug =16 = 5 : la proposition est vraie au rang n = 0.
Heérédité : on suppose que pour n €N, ona uy = 5.

On adonc 3u, = 15 (1) et comme on a admis que v, =5, ona2v, = 10 (2).
On peut ajouter membre @ membre (1) et (2) pour obtenir :

o e |
3u, +2v, =25 d’ou en multipliant par le nombre positif = :

10



3uy, +2v,

5
Conclusion :la minoration par 5 est vraie au rang 0 et si elle vraie au tang n, elle

I'est aussi aurang n+1; d’apres le principe de récurrence on a donc quel que soit
nel, u,=>5.

La suite (1) est décroissante et minorée par 5 : d'apres le théoreme de la conver-
gence monotone, elle converge vers une limite ¢ > 5,

> 5 et finalement 4,,.7 = 5.

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,) est convergente.
On admet ce résultat, et on appelle ¢’ la limite de (vy,).

4. a. Onavualaquestion2.b.que lim w;=0o0uencoreque lim (u,— vy, =0.
n—40o0 n—+o00

Les deux suites (u,) et (v,) étant convergentes, on en déduit que lim u, =
n—4oo

lim vy, etdoncque?=/¢".

H—+00
b. On considere la suite (¢,) définie pour tout entier naturel n par: ¢, =5u, +4v,.
Donc: ¢y =5uUpp +40p01 =3Un 20+ 2 (Up+Uy) =3Up + 2V, +2Uy + 20,
=SuUn+4vy=cCp.
Donc la suite (¢;) est constante.
Pourtoutnel, cp,=cp=5ug+4v9g=5x16+4x5=80+20= 100.

¢. Puisque ¢, = 5u, +4v, et que (uy) et (v,) ont méme limite £, on a donc:
lim ¢,= lim 100=100=5¢+4¢=9¢.
n—+4oo

n—4oo
100
9¢ =100donc ¢ = 5



