AP

QUITES — 2e partig

» Exercice 7
Montrer que la suite (U, ) définie pour tout entier naturel n par U, =n®+3n est croissante.

» Exercice 8

Montrer que la suite (U, ) définie pour tout entier n non nul par U, :(Zj n® est décroissante.

» Exercice 9 Soit (U,) définie sur N par U, = 1 et, pour tout entier naturel n, U, =2U -3,
Montrer par récurrence, que la suite (U, ) est décroissante.

» Exercice 10

: i : e : n-1
Etudier le sens de variation de la suite (U, ) définie pour tout entier naturel n par U, R

» Exercice 11 Etudier la monotonie des suites suivantes :

1°) (U, )suite définie par U, =2 et pour tout entier naturel n: U, =U . -U_ +1.
—Nn+2

n-1"
3°) (W, )suite définie par W, =1 et pour tout entier naturel n: W, , =W W, +1.

2°) (V,)suite définie pour tout entier naturel n > 2 par : V, =

YNémo 2 SUITES - SENS DE VARIATION

Def: | | asuite (Un)est croissante ( resp. décroissante ) a partir du rang n, si,

pour tout entier n>n, ona U, <U_ ., (resp. U, 22U ., ).

Def: | | suite (Un)est constante a partir du rang n, si, pour tout entier n>n, ,ona U, ,, =U

n'

Déf : | Une suite est monotone si elle est croissante ou si elle est décroissante. |

TECHNIQUIES
a) Signe de Un+1 _Un .

U
b) Comparaison de ULH avec 1, danslecasou U, >0.

n

c) Technique fonctionnelle (casou U, = f(n) ).

Th: | Soientnye NetU, = f(n); Sif est croissante ( resp. décroissante ) sur [ ng, + o [,

alors la suite (Un) est croissante ( resp. décroissante ) & partir du rang n,.

d) Raisonnement par récurrence.




CORRECTION

» Exercice 7
Montrer que la suite (U,) définie pour tout entier naturel n par U, =n”+3n est croissante.

SOLUTION
1° méthode :
U,,—U,=(n +1)2 +3(n+1)-n*-3n=n*+2n+1+3n+3-n°-3n=2n+4

2n+4>0 donc U,,; —U, >0 donc la suite (U,)est croissante.

2° méthode :

U, = f(n) avec f(x)=x"+3x.
f'(x)=2x+3 Ona f'(x)>0 donc f est croissante, donc la suite (U, )est croissante.
Théoreme 1 :

Soient nge Net U, = f(n); Sif est croissante (ou décroissante ) sur [ng, + © [,

alors la suite (Un) est croissante ( ou décroissante ) a partir du rang n,.

» Exercice 8*

Montrer que la suite (U,) définie pour tout entier n non nul par U, :(Zj n* est décroissante.

SOLUTION

n

1 n
U. = (ZJ n® > 0 car n entier naturel non nul.

1n+1 ) 1 ,
o [8) 0 Ly _1(n+1)
u, (1j“n2 ot 4 n
4

2
. 1(n+1 o,
Nous cherchons a prouver que Z% <1. Calculons la différence de ces deux nombres.

_1(n+1)2 B 4n2—(n+1)’ _4n?—(n2+2n+1) 3n2-2n-1

en développant ...

4 4 4n? 4n?
Il faudrait alors s’intéresser a la factorisation du polyndme 3n2—2n-1 ... calcul de A ...

Nous pouvons éviter ces calculs en factorisant :
1(n+1)° 4n2—(n+1)° (2n+n+1)(2n-n-1 3n+1)(n-1
_Z( n ) = 4(n2 ) = ( 4)n(2 ) = ( 4212 ) (rappel a*-b?=(a+b) (a-b))

, (3n+1)(n-1)
Comme n > 1, on peut affirmer que 3n+1>0, n—1>0 et 4n° >0, donc TZO .

2
1(n+1 U : s
Donc ZQ <1 donc ﬁ“gl donc la suite (U,)est décroissante.

n
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» Exercice 9 Soit (Un) définie sur N par U, = 1 et, pour tout entier naturel n, U, =2U -3,
Montrer par récurrence, que la suite (U,) est décroissante.

SOLUTION
Considérons la propriété : « U, ; <U ».

e La propriété est vraie pour n =0, car U, =2U;,-3=-1et U; =1 donc U, <U, .
e Supposons que la propriété soit vraie pour un entier naturel k.

Alors U, , <U, .

Onaalors 2U, , <2U, ,donc 2U,,, —-3<2U, —3 etenfin U,,, <U, ;.

La propriété est donc vraie pour n =k + 1. La propriété est héréditaire.

e CONCLUSION : Pour tout entier naturel n, U, <U, |

ce qui signifie que la suite (U,) est décroissante.

» Exercice 10

: - : i : n-1
Etudier le sens de variation de la suite (U,) définie pour tout entier naturel n par U, =—-.

n+1
SOLUTION
1° méthode :
U . U - n n-1 nn+)-(n-H(n+2) n’+n—(n2-n+2n-2) _ 2
"7 n+2 n+l (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) ~(n+2)(n+1)

Onadonc U,,,—U, >0 donc lasuite (U,)est croissante.

x-1
2°méthode : U, = f(n) avec T(X)=-—. Etudionsfsur[0;+co[

f forme % et (%) =% avec U(X)=x-1; v(x)=x+1;u'(x)=1; v'(x)=1.
fI(X):(X-i-l)—(X—l): 2 |
(x+1)? (x+1)?

Ona f'(x)>0 donc f estcroissante, donc la suite (Un)est croissante.

Théoréme 1 :

Soient nge Net U, = f(n); Sif est croissante ( ou décroissante ) sur [ng, + © [,

alors la suite (Un) est croissante ( ou décroissante ) a partir du rang ny.




» Exercice 11 Etudier la monotonie des suites suivantes :

1°) (U, )suite définie par U, =2 et pour tout entier naturel n: U, =U-U, +1.

SOLUTION
U,.-U,=U’-2U +1=(U,-1)2 >0
Donc pour tout entier naturel n, U, =U | ce qui signifie que la suite (Un) est croissante.

. e . -n+2
2°) (V,)suite définie pour tout entier naturel » > 2 par : V, = L
SOLUTION
—X+2 i
V, = f(n) avec f(x):T . Etudionsfsur[2; + o .
u u) u'v—uv'
f forme — et (—J =———avec U(X)=—x+2 ; v(X)=x-1;u'(x)=-1; v'(x)=1.
v Vv V2
—(X-1)—(—x+2) —Xx+1+x-2 -1 u u) u'v—uv'
f'(x)= (x=1)=( ) = : f forme — et | —|=——7—
(x—1)2 (x=1)2 (x—1)? Vv Vv V2

Ona f'(x)<0 donc f estdécroissante, donc la suite (V, )est décroissante.

Théoreme 1 :
Soient nge Net U, = f(n); Sif est croissante ( ou décroissante ) sur [ng, + © [,

alors la suite (Un) est croissante ( ou décroissante ) a partir du rang n,.

3°) (W,)suite définie par W, =1 et pour tout entier naturel n: W, , =W -W, +1.

SOLUTION
Wn+1 _Wn :an _Z\Nn +1:(Wn —1)2 >0

Donc pour tout entier naturel n, W, ., =W, | ce qui signifie que la suite (W,) est croissante.
11 s’agit de la méme relation de récurrence que pour la suite (U, )de la 1° question.

Cependant, comme W, =1, la suite (W, )est constante ( égale a1).

En effet, si W, =Lona W,,, =W.> —-W. +1=0.
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