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TERMINALES SCIENTIFIY9UES - BBB -~ Corrigé

EXERCICE I ( 5 points)

A, B, C et D points d'affixes respectives a=-1+ 3i ,b:—2,c:—g +gi et d=i.

Soit I’application f du plan & privé de A dans & qui, atout point M d'affixe zdistincte de a ,

Z+2
associel int M’ d'affixeZ tel =,
cielepoin ixeZ tel que 13

1)a) 2. —z,=e?(z, —2,) ,dotl z. =—2+i (i +2) , dol .

b) Zy+2Zy _—143-2 -3+3

= Z. ; donc C est le milieu du segment [ AB ]

2 2 2
zD42-zE _ —32+2I _ —3;3‘ =z ; donc C est le milieu du segment [DE].

¢) Les diagonales du quadrilatére ADBE se coupent en leur milieu C, donc ADBE est un parallé ogramme.
Or E=r (D) donc (ﬁﬁ):% (27) et BD =BE; ADBE est donc un carré.

2)a) 7. = zE+2.: —3+.2i+2.:—1+2_i:1—2_i:(1—2.i)(2—_i):2—4i—i—2:—5i:_I
z-+1-3 -3+21+1-3 -2-i 2+i (2+1)(2-1) 4+1 5
Z. =i
o , Z+2 ) . by
b) M invariantparf < M'=M < Z:m<:> z2°+72-3z2=2+2 < z27-3z2-2=0

< (x+iy)’ =3 (x+iy)-2=0 _ t |
& X2+ 2ixy—y*—-3x+3y-2=0 nposant z= x+iy
X —y®+3y-2=0

o X —y?+3y-2+i(2xy - 3x) =0
y" +3y (2xy - 3x) { 2%y 3x =0

2 2 2 NG 9+9 2=0
- 3y-2=0 — 3y-2=0 T4 T
<:>{X y +3y <:>{ y +3y ou 4 2

x(2y-3)=0 x=0 y=§
2
1 2 |¥=-3 0 0
o YT, 4 (impossible) < ou
x=0 y=§ y:]. y:2

2
Il y adonc 2 pointsinvariants par f : D d' affixei et K d affixe 2i.

. z+2 ‘Z+ 2‘
)M e & < M’ appartienne au cercle de centre O et derayon 1 < |z| = 1< = =

z+1-3| \z+1—3|"\_1
& |z+2=|z+1-3| et z#-1+3 < |z-b=[z-d e zza < BM=AM et M =A
& est lamédiatrice de [AB]




-z-2 Z+2 B N _
MY -3 " 71143 O (-2-2)(z+1+3) = (z+2)(z+1-3)

& —7272-72-32-22-2-6i=72Z2+7Z-3Z+22+2-6i
o 2z2+3(z+2)+3i(z-2)+4=0

(z-¢)(z-c =g o (z—c)(Z—C):ga Z-cz-Cz+ chga 2727 -2cz-2Cz+2cC=5

& 222-(-3+3)z-(-3-3)z+9=5car cc=|c[

& 222+32-3Z+32+3iz+4=0s 222+ 3(z+2)+3i(z-2)+4=0.

Donc —zm2 242 (z-c)(z—c)= 5
z+1-3 _ z+1+3 =5
b)M < F o 2 imaginaire pur < 7 = -7 ﬁ 2+2 2 72
g < - < i . = = -
) ag i z+1-3 z+1-3 z+1-3 z+1-3

-z-2  Z+2 (2-c)Z=0)=
< 7+1-3  z+1+3 = B

N | ol

et z=-1+3 daprésc).
2 5 . _
< |z-¢ =5 27143 ca 77 =|zp
5
@CM:7 e M=A

F est un cercle de centre C privé de A ; Ce cercle passe par D ( car D’= D aune affixe imaginaire pur )




EXERCICE IT - roc ( 3 points)

Pré-requis :
¢ la fonction logarithme népérien est dérivable sur] 0 ; +wo|

1
et sa fonction dérivée est la fonction inverse (X " ).

o In(1)=0.

Rappel : une ROC utilise uniquement les prérequis et aucune autre connaissance sur la notion !

1. Démontrer que pour tousréels a et x strictement positifs, In(ax) = In(a)+1n(x).
Cette démonstration utiliserales prérequis et les théoremes suivants :

- dérivée d’'une fonction composée

- primitives d’une fonction sur un intervalle.

Un réel a>0 étant fixé introduire lafonction $:]0, +o] — IR
X — In(ax)
Dériver ¢ : Vx>0, ¢'(x) = 3 xa (dérivée dune composée) donc V x > 0, ¢’ (X) =%

D’ aprésle pré-requis 1, il existe une constante C telle que ¥V x > 0, ¢(x) = In x + C puisque ¢ est une primitive
delafonction inverse sur ]0,+o[

On détermine cette constante en calculant ¢(1) de deux fagons :

d(1)=In1+C=0+C=C (prérequis?2)

(1) =In (ax 1)=Ina(définition de ¢)

Ains C=Ilnaetonconclutque, Vx € R:In(ax)=Inx+Ina

1
2. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que, pour tt b>0:In 5= Inb

a)Vb>O:b><%=1 donc In(bx%)=ln1

o In(b) + In(%) ~In1=0
o In(%):—ln(b)

b) Montrer aussi que In(%) =Ilna-Inb Méme technique, en écrivant a:%x b

3.0Ondonne 0,69 < In2 < 0,70 et 1,09 < In3 < 1,10. En déduire des encadrements de :
a)In6:

0,69 < In2 < 0,70

1,09 < In3 < 1,10 Par somme membre a membre :

0,69+ 1,09< In2+1In3 < 0,70+ 1,10

1,78<In6<1,80

b) In(%) :0n sait que In(%) = —1n6 donc en multipliant chaque terme de la double inégalité par —1
(ce qui changelesens) il vient: —1,80< In(e—ls)s -1,78

C) In(g) : on écrit g:%doncln(%) =In3-In2*=In3-3In2

1,09 < In3 < 1,10 et — 3x0,70 < — 3xIn 2 < —3x0,69 d’ ou par somme :
1,09 -3x0,70<In3—-3xIn 2<1,10 — 3x0,69

_101< |n(§) <-0,97



EXERCICE IIT ( 4 points)

U,=4,;V,=0; Pourtoutentier naturel n : UM:%Un—%Vn et Vn+1:Un+%Vn.
a)

n 1 2 3

Un 2 0 -1

Vn 4 4 2

b) Lasuite (U, ) est-€lle arithmétique ? Est-elle géométrique ?
Lasuite n’est pas arithmétique car les différences consécutives ne sont pas constantes :
Ui —Ug=-2 puisUz—U1=—2et Us3—-U,=-1
Elle n’est pas, non plus, géomeétrique car les quotients successifs ne sont pas constants :

U_1 Up_ Us
U~ 2 U, =0et Uz&stlmpossblecarug—o

i
2. On considére la suite complexe (&, ), définiepar &, =U, +EVn.

a) Démontrer que la suite (an )ne,N est geométrique deraison g = 1—;'
[ 1 1 [ 1 1 i i 1
VnelN, an= Un+1+§Vn+1:Eun_zvn'l'ix(un'*'zvn): (E"'E) XUn+§x 2 Vi + 2 2><Vn

1 i i 1 i
1= (5 +35) x (Un+35Vn) = (5 +35) xan

ce qui montre que (a,) est une suite géomeétrique deraison (13 +5

b) Ecrire q sous forme exponentielle :

1 \/il\[\fz

arg(T)zeaveccosezﬁzﬂetsinezlzé d’oue:%

_— 1 ina
Ainsiq= —=e
q \/—2
c) D’apresle cours, on sait que a, = a x (" (formule étendue aux suitesaraison g € C)

Vo=4

On calculeag = Ug + >

1 ima) .
Ceci permetici d'écrire: a, =4 x (@e' /4] = (\A/'E)nx gin4

d) Puisque U, est la partie réelle de a,, on en déduit que pour tout n :
n

_ 1 nn
Un—4x(ﬁj x COS ( 4)

e) Enfin, lalimitede (Up) :

5)

Encadrer (classique!) le cosinus entre —1 et 1 donne un encadrement du terme général U,, entre deux suites

n n
. 1 1
delimitenulle: —4x| — | et 4x| —
(ﬁ] [ﬁJ

Ainsi par le théoreme des gendarmes : la suite(U,) est conver gente et de limiteO.



EXERCICE IV (5 points) -

Coandidats ayant suivi U'enseignement de spécinlité

Na a=39b=19¢=214a =399 b, =199 c, =201 a, =3999 b, =1999 c, = 2001

b. Par définition d'un nombre écrit en base 10, on peut dire de maniere évidente que a, et ¢, ont (n+1) chiffres
(4x10", par ex, sécrivant avec le chiffre 4 suivi de n zéros )
Comme 10 est congru a 1 modulo 3, on adonc 10" =1" =1 modulo 3. Donc a, estcongruad x1-1=3

modulo 3, ce qui prouve évidemment que cet entier est divisible par 3.
De méme, ¢, =2x1+1=0 modulo 3, donc ¢, est auss divisible par 3.

Remarquons que I'on peut aussi effectuer un raisonnement par récurrence surn.

c. Comme, /b, = 44,7, on sait que pour montrer que b, est premier, il suffit de vérifier que b, n'est pas divisible

par tous les nombres premiersinférieurs a4s, c'est adire par 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43.
On le vérifie aisément, ce qui permet d'affirmer que b, est premier.

d. Pour tout entier naturel non nul n,
b xc, =(2x10" —1)(2x10" +1) = 4x10*" -1=a,,
Onaalors: a, =h,xc, =b,x2001=1999x (3x 23x29), ce qui fournit la décomposition en facteurs premiers.

e. Si un nombred divise alafois b, etc,, aors ddivise alafois b, et leur différence 2. Réciproquement, si d
divisealafois b, et 2, dorsd divise alafois b, et leur sommec, . Laliste des diviseurs communs a b, etc, et la
liste des diviseurs communs a b, et 2 est laméme. On peut donc dire que P GCD (b,,c,)=P GCD (c,,2) . Onen
déduit que:

PGCD (b,,c,)=PGCD(c,,2) =1, car ¢, estimpair. On adonc établi que b, et ¢, sont premiers entre eux.

2) a. Comme b, et ¢, sont premiers entre eux (question précédente), I'égalité de Bézout prouve I'existence d'au

moins une solution al'équation (E)

b. ¢, =2001=1999x1+2=b, +2 et b, =1999 = 2x 999+1. Donc: 999 ¢,=999b, +2 x 999
donc: 999 ¢,=999 b, + (b, -1) ,ce qui donne : 1000b, —-999c, =1 d'ou la solution particuliére de (E): (1000;-999)

¢.On utilise latechnique classique vue en cours. Des égalités :

1000b, —999c, =1 . .
{ b, s on obtient par soustraction : (1000 x)b, = (999+ y)c,

bx+c,y=1

Donc bz divise le produit (999+y) ¢,. Comme b, est premier avec c,, |lethéoréme de Gauss permet d'affirmer
gue b, divise 999 +y, donc qu'il existe ke Z tel que: 999+ y = b,k < y =-999+1999k

On reporte dans I'éguation, ce qui permet d'obtenir : 1000 x = 2001k donc x = 1000 2001k
On vérifie que, réciproquement, si (x;y) = (1000- 2001k; -999+1999k) alors (x; y) est solution de (E)

L'ensemble des solutions de I'équation est donc : S = {(1000-2001k; -999+1999k), k € Z}



EXERCICE V - QCM ( 3 points)

Pour chaque question une seule des quatre réponses proposees est exacte. Aucune justification n’ est demandée.
Chaque bonne réponse rapporte 1 point, chaque réponse fausse enléve 0,5 point, I’ absence de réponse vaut 0
point. S le total des points de |’ exercice est négatif, 1a note est ramenée a 0.

Vaous wépondrez sux cette annexe en cochant la case covespondant & votie wépaense.

1
1. | Lafonction f définiesur [ O, + o [ par dérivableen O de dérivée 1 )
1 ;- s - 7
(= xe* s x>0 o dérivable en 0 de dérivée 0 jg\
0 s x=0 ' n'est pas dérivebleen 0 ]
n'est pascontinueen0 ]
2. | Soit f lafonction définiesur IRpar f(X) =+v1+e€". % a 2 0
2
Alors f°( 0) est égal & I | 32 0
2.2 4
3. | Soit f lafonction définiesur] 0, + oo [ par f(X)=Inx+1, (-e,0) 4
et C, sacourbe représentative dans un repére (O, , | ). (1 0) m’
L es coordonnées du point d’intersection de C; avec e’
|’ axe des abscisses sont : (0,0) O
(e.0) O

1
xe* s x>0
0 s x=0

1) La fonction f définie sur [0, + o [ par f(X) = est dérivable en 0, de dérivée 0.

1
Tx 1
f(x) f_(O): lim & " _ lime x=0 par composee et car Iim(
X

-0 x=0" X x—0" x—0"

En effet lim

x—>0"

—ij:—oo et lime*=0.

X X—>—00

2) Soit f la fonction définie sur IR par f(X) =+/1+€* . Alors f’(0) est égal & %

3) Soit f la fonction définie sur ] 0, + o[ par f(X)=Inx+1, et C; sa courbe représentative dans
un repére (O,i,]).

. . . . . 1
Les coordonnées du point d'intersection de C; avec I'axe des abscisses sont: ( =, 0)
e



TS

Exercice 4

1. (a)

On a lin}J fu(z) = —c0 et lim f,(z) = +o0.

r— 400
1 1
Dérivée : f}(z) = —4+— > 0sur |0 ; +oo[. Les
T n
fonctions f,, sont donc strictement croissantes
sur ]0; +o0.
La fonction f, est continue comme somme de
fonctions continues et est strictement crois-
sante sur ]0;4o0[ : il existe donc au plus un
réel ay, €]0 5 +o0[ tel que f, (o) = 0. Lexis-
tence de ce réel est garantie par le TVI et le
fait que f, prend des valeurs positives et néga-
tives sur |0 ; +oo[ (comme le montre les limites
obtenues plus haut).

Commefn(l):%—1<Oetfn(e):1+%—

e
1= — >0, on en déduit que 1 < o, < €.
n

L’équation est de la forme : y = azx + 1.
1
B, € A, dou0=axn+1, soita =——.
n
On a donc :

1
M(z; y) e, < yz—g:v+1
2 -

(b3 L
L’abscisse x du point commun a I" et A,, vérifie
1 1
Inx =——z+1,cestadirelnzc4+—-x—-1=0
n n

ou encore f,(x) = 0. Donc z = ay,.

a est la solution de Inzx+x —1 = 0 qui a pour
solution évidente a; = 1 (suggéré aussi par le

croquis).
Toujours d’apreés le croquis la suite (a,) semble
croissante.

On a lna, + S 10 (définition de «,).
n

D’oﬁlnanzl—%.
n
oy fo
n n =1 n — =1=1-—
i (@) = I + 2 i
O, [e7% O, n—n-—1
— — ——:7(}{”:
n+1 n+1 n nin+1)
an
——F < 0.
nn+1)
frt1 (@ng1) = 0 et fri1(an) < 0 donc

fnJrl (Oszrl) > fnJrl (ozn) Or fnJrl est stricte-
ment croissante sur |0; +o00[, il en résulte que
ap, < 1. La suite (o, ) est done strictement
croissante.

La suite (a,) est croissante et majorée par e :
elle est donc convergente vers un réel ¢ < e.

Pour tout n € N*, f,, (a,) =0, d’ou

lim fn(an) =0

n—-+4oo
x
Et f, (z) =In(z) + — — 1, donc
n

0= lim folan) = lim In(an)+ 2 1
n

n—-+oo n—-+oo

1 oy, e
Comme 1 < o, < e, ona — < — < —.
n n o on
Avec le thm des gendarmes, on en déduit que

. «
lim —= =0.
n—+oo N

On a donc :

0= lim fulan)=

lim In(a,)—1
m im In(ay)

n—-+o0o

et avec la continuité de In :
0=In(¢) -1

Et :Inl-1=0 <= Inl=1 <

2006-2007
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